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1.背景介绍



1. 背景介绍——稀薄气体

• 气体密度很低时，流体力学中的连续介质假设不再适用，气体分子

离散特性开始显现

• 衡量气体稀薄程度的无量纲参数：克努森数（Kn）

• 𝐾𝐾𝐾𝐾 = 𝜆𝜆/𝐿𝐿：气体分子的平均自由程与流场的几何尺度之比



• Kn比较大时，N-S方程不成立，使用玻尔兹曼方程描述分子的运动

• 分子运动的分布函数：

• 玻尔兹曼方程为：

• ：碰撞项，反映了分子相互碰撞引起的分布函数的变化

1. 背景介绍——玻尔兹曼方程



• 对分布函数取矩，即对分布函数在速度空间上积分，得到新的变量：

• 𝜌𝜌-密度，𝑣𝑣-速度，𝜃𝜃-温度， 𝜎𝜎 −粘性应力张量， 𝑞𝑞-热流密度

1. 背景介绍——分布函数的矩

𝜌𝜌 = 𝑚𝑚�𝑓𝑓𝑓𝑓𝒄𝒄
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根据各阶矩的形式，对玻尔兹曼方程进行积分

• 连续方程、动量方程以及能量方程为：

• 方程中有𝜎𝜎和𝑞𝑞，为此需要引入更高阶的积分方程

1. 背景介绍——R13方程



• 粘性应力张量及热流密度满足的方程为：

• 以上方程组共有13个独立变量（ 𝜌𝜌 + 𝑣𝑣 3个分量+ 𝜃𝜃 + 𝜎𝜎 5个独立分量+

𝑞𝑞 3个分量），因此称为R13方程（Regularized 13-moment equations）

1. 背景介绍——R13方程



• 方程含有高阶矩𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖，𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖，Δ，以及碰撞项 和

则方程组不封闭

• 为使方程组封闭，需要引入高阶矩和碰撞项以低阶矩表示的表达式

1. 背景介绍——R13方程的封闭性



1. 背景介绍——R13方程的封闭性



• 𝐴𝐴𝑖𝑖
(𝜂𝜂)， 𝐵𝐵𝑖𝑖

(𝜂𝜂)等均为和参数𝜂𝜂有关的常数，相关文献中给出了它们的取

值

• 𝜂𝜂为分子模型中的参数， 𝜂𝜂 = 5为最简单的Maxwell molecules，我们

的工作主要关注𝜂𝜂 = 5的情况，也涉及了𝜂𝜂 = 10的情况

• 将上页的表达式代入R13方程，即完成了方程的封闭

1. 背景介绍——R13方程的封闭性



2.工作内容



• 文献调研，了解背景知识（见第1部分）

• 二维R13方程的线性化

• 实际问题求解：圆球绕流

2. 工作内容——总述



• R13方程仍然很复杂，难以直接求解，需要简化

• 实习单位已经给出R13方程的完整形式（包括𝜂𝜂 = 5 和𝜂𝜂 = 10 的情况）

• 文献中已给出一维R13方程的无量纲线性化方法，仿照其进行二维情

况的降维和线性化

2. 工作内容——二维R13方程的线性化

实习单位给出的包含R13方程完整形式的部分文件



• 在线性小扰动假设下，将R13方程中的各个变量在平衡位置附近展开

• 将空间及时间坐标无量纲化，并引入无量纲参数𝐾𝐾𝐾𝐾

二维R13方程的线性化——线性化准则

𝜌𝜌 = 𝜌𝜌0 1 + �𝜌𝜌 ,𝜃𝜃 = 𝜃𝜃0 1 + 𝜃̂𝜃 , 𝑣𝑣𝑖𝑖 = 𝜃𝜃0 �𝑣𝑣𝑖𝑖 ,

𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝜌𝜌0𝜃𝜃0 �𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑞𝑞𝑖𝑖 = 𝜌𝜌0 𝜃𝜃0
3
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• 将方程简化至二维，进行变量名的变换，并且令第三维方向上的各

分量为0

二维R13方程的线性化——方程的降维

�𝑥𝑥1 = �𝑥𝑥, �𝑥𝑥2 = �𝑦𝑦

�𝑣𝑣1 = �𝑣𝑣𝑥𝑥 , �𝑣𝑣2 = �𝑣𝑣𝑦𝑦

�𝜎𝜎11 = �𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥 , �𝜎𝜎12 = �𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥 , �𝜎𝜎22 = �𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦

�𝑞𝑞1 = �𝑞𝑞𝑥𝑥 , �𝑞𝑞2 = �𝑞𝑞𝑦𝑦
�𝑣𝑣3 = �𝜎𝜎13 = �𝜎𝜎23 = �𝑞𝑞3 = 0

�𝜎𝜎33 = −�𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥 − �𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦



• 使用Mathematica进行编程计算，完成方程的化简（包括𝜂𝜂 = 5 和𝜂𝜂 =

10的情况）

二维R13方程的线性化——编程计算

二维线性化程序的部分截图



• 使用Mathematica进行编程计算，完成方程的化简（包括𝜂𝜂 = 5 和𝜂𝜂 =

10的情况）

二维R13方程的线性化——编程计算

程序的部分输出结果（图中为𝜼𝜼 = 𝟓𝟓时的连续方程、动量方程以及能量方程）



• 最终得到二维线性化后的R13方程（ 仅列出𝜂𝜂 = 5 的情况）

二维R13方程的线性化——线性化结果
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• 最终得到二维线性化后的R13方程（ 仅列出𝜂𝜂 = 5 的情况）

二维R13方程的线性化——线性化结果
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• 针对圆球绕流问题，尝试求R13方程的解析解

• 圆球绕流：三维轴对称问题，流场关于角度𝜑𝜑对称，即流动参量与𝜑𝜑

无关

2. 工作内容——圆球绕流求解



圆球绕流求解——坐标变换及化简

• 先将方程从直角坐标系转到球坐标系，再对方程进行𝜑𝜑方向的化简

程序中的部分注释，展示了坐标变换和化简的方法



• 依据与之前类似的准则，同样对方程进行无量纲线性化

圆球绕流求解——方程的线性化

程序线性化部分的截图



• 对照Stokes流动的表达式，给定各流动参量的表达式所具有的形式

• a, b, c, d, α, β, γ, κ等都是只以r/R这一无量纲参数为自变量的函数

圆球绕流求解——转换待求解参量



• 将给定的形式代入，将原方程组变为a, b, c, d, α, β, γ, κ等函数为未知

量的方程组（𝑀𝑀0 = 𝑣𝑣0/ 𝜃𝜃0）

圆球绕流求解——转换待求解参量

输出的转换未知量后方程（ 𝜼𝜼 = 𝟓𝟓的情况）



• 根据克努森层理论以及方程中二阶导数项的个数， 𝜂𝜂 = 5 时a, b, c, d,

α, β, γ, κ具有的通用形式为：

• 其中𝜓𝜓𝑖𝑖 𝑥𝑥 可以写为x的负指数次幂的组合（求解时n取8）：

• 根据方程中的系数，两个常数的取值为：

圆球绕流求解——假设解的形式

𝜓𝜓 𝑥𝑥 = 𝜓𝜓0 𝑥𝑥 + 𝜓𝜓1 𝑥𝑥 exp −𝜆𝜆1(𝑥𝑥 − 1) + 𝜓𝜓2 𝑥𝑥 exp −𝜆𝜆2(𝑥𝑥 − 1)

𝜓𝜓𝑖𝑖 𝑥𝑥 = �
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1
𝐾𝐾𝐾𝐾

5
6



• 将假设的解的形式代入方程，令各式中线性无关的各项前系数均为0，

即将微分方程转化为代数方程，可求出各系数，得到方程组的通解

圆球绕流求解——代入求通解

解出的一部分系数



圆球绕流求解——边界条件

• 调研文献，圆球绕流问题的边条件为

• 将边条件代入通解，即求得该问题完整的解



3.成果展示与总结



方程组的通解

𝑎𝑎 𝑥𝑥 = 𝐶𝐶1
1

2𝑥𝑥
+ 𝐶𝐶2

1
3𝑥𝑥3

− 𝐾𝐾1
6𝐾𝐾𝐾𝐾3

5𝑥𝑥3
+

2
5
𝐾𝐾𝐾𝐾2

𝑥𝑥2
exp −

1
𝐾𝐾𝐾𝐾

5
9
𝑥𝑥 − 1

𝑏𝑏 𝑥𝑥 = 𝐶𝐶1
1

4𝑥𝑥
− 𝐶𝐶2

1
6𝑥𝑥3

+ 𝐾𝐾1
3𝐾𝐾𝐾𝐾3

5𝑥𝑥3
+

1
5
𝐾𝐾𝐾𝐾2

𝑥𝑥2
+
𝐾𝐾𝐾𝐾
6𝑥𝑥

exp −
1
𝐾𝐾𝐾𝐾

5
9
𝑥𝑥 − 1

𝛼𝛼 𝑥𝑥
𝑀𝑀0

= 𝐶𝐶3
𝐾𝐾𝐾𝐾
6𝑥𝑥3

+ 𝐾𝐾1
3𝐾𝐾𝐾𝐾3

𝑥𝑥3
+ 5

𝐾𝐾𝐾𝐾2

𝑥𝑥2
exp −

1
𝐾𝐾𝐾𝐾

5
9
𝑥𝑥 − 1

𝛽𝛽 𝑥𝑥
𝑀𝑀0

= −𝐶𝐶3
𝐾𝐾𝐾𝐾

12𝑥𝑥3
− 𝐾𝐾1

3𝐾𝐾𝐾𝐾3

2𝑥𝑥3
+ 5

𝐾𝐾𝐾𝐾2

2𝑥𝑥2
+

5𝐾𝐾𝐾𝐾
6𝑥𝑥

exp −
1
𝐾𝐾𝐾𝐾

5
9
𝑥𝑥 − 1



方程组的通解

𝑐𝑐 𝑥𝑥
𝑀𝑀0

= 9𝐶𝐶1𝐾𝐾𝐾𝐾 +𝐶𝐶3
1

45𝑥𝑥2 + 𝐾𝐾2
2 30

5
𝐾𝐾𝐾𝐾2

𝑥𝑥2 +
2𝐾𝐾𝐾𝐾
𝑥𝑥

exp −
1
𝐾𝐾𝐾𝐾

5
6 𝑥𝑥 − 1

𝑑𝑑 𝑥𝑥
𝑀𝑀0

= 𝐶𝐶1
1

2𝑥𝑥2
+ 𝐾𝐾2 30

𝐾𝐾𝐾𝐾2

𝑥𝑥2 +
5𝐾𝐾𝐾𝐾
𝑥𝑥

exp −
1
𝐾𝐾𝐾𝐾

5
6
𝑥𝑥 − 1

𝛾𝛾 𝑥𝑥
𝑀𝑀0

= −16𝐶𝐶1𝐾𝐾𝐾𝐾2 + 5𝐶𝐶2 + 𝐶𝐶3𝐾𝐾𝐾𝐾
2𝐾𝐾𝐾𝐾
5𝑥𝑥4 + 𝐶𝐶1

𝐾𝐾𝐾𝐾
𝑥𝑥2 − 𝐾𝐾2

54 30
5

𝐾𝐾𝐾𝐾4

𝑥𝑥4 + 54
𝐾𝐾𝐾𝐾3

𝑥𝑥3 + 4 30
𝐾𝐾𝐾𝐾2

𝑥𝑥2 +
5𝐾𝐾𝐾𝐾
𝑥𝑥 exp −

1
𝐾𝐾𝐾𝐾

5
6 𝑥𝑥 − 1

𝜅𝜅 𝑥𝑥
𝑀𝑀0

= −16𝐶𝐶1𝐾𝐾𝐾𝐾2 + 5𝐶𝐶2 + 𝐶𝐶3𝐾𝐾𝐾𝐾
𝐾𝐾𝐾𝐾
5𝑥𝑥4 − 𝐾𝐾2

27 30
5

𝐾𝐾𝐾𝐾4

𝑥𝑥4 + 27
𝐾𝐾𝐾𝐾3

𝑥𝑥3 +
3 30

2
𝐾𝐾𝐾𝐾2

𝑥𝑥2 exp −
1
𝐾𝐾𝐾𝐾

5
6 𝑥𝑥 − 1



积分常数求解结果 左：体积积分系数 右：克努森层积分系数

1. 当𝐾𝐾𝐾𝐾 → 0时，𝐾𝐾𝐾 = −0.485,𝐾𝐾𝐾 = 0
2.𝐾𝐾1所对应的克努森层的解的系数均包含𝐾𝐾𝐾𝐾数的幂
 𝐾𝐾𝐾𝐾 → 0时，克努森层引入的指数解消失



不同克努森数下R13方程流场及温度场



stokes方程+混合边界条件



Stokes方程+
混合边界条件：

R13方程：

流场对比



𝐾𝐾𝐾𝐾 = 0.05时
R13方程计算结果与
Stokes方程+混合边界
条件计算结果对比



𝐾𝐾𝐾𝐾 = 0.3时
R13方程计算结果与
Stokes方程+混合边界
条件计算结果对比



𝐾𝐾𝐾𝐾 = 0.9时
R13方程计算结果与
Stokes方程+混合边界
条件计算结果对比



不同克努森数下的扰流阻力



• 针对𝜂𝜂 ≠ 5时(非 Maxwell 分子)，给出合理的边界条件

• 选取有效的数值算法进行数值求解

预期工作



谢谢！


	幻灯片编号 1
	幻灯片编号 2
	1.背景介绍
	幻灯片编号 4
	幻灯片编号 5
	幻灯片编号 6
	幻灯片编号 7
	幻灯片编号 8
	幻灯片编号 9
	幻灯片编号 10
	幻灯片编号 11
	2.工作内容
	幻灯片编号 13
	幻灯片编号 14
	幻灯片编号 15
	幻灯片编号 16
	幻灯片编号 17
	幻灯片编号 18
	幻灯片编号 19
	幻灯片编号 20
	幻灯片编号 21
	幻灯片编号 22
	幻灯片编号 23
	幻灯片编号 24
	幻灯片编号 25
	幻灯片编号 26
	幻灯片编号 27
	幻灯片编号 28
	3.成果展示与总结
	幻灯片编号 30
	幻灯片编号 31
	幻灯片编号 32
	幻灯片编号 33
	幻灯片编号 34
	幻灯片编号 35
	幻灯片编号 36
	幻灯片编号 37
	幻灯片编号 38
	幻灯片编号 39
	幻灯片编号 40
	谢谢！

